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8. OPERACIONES CON SUBESPACIOS. INTERSECCION

8.1. DESCRIPCION DE UN SUBESPACIO

En resumen, un subespacio vectorial puede ser descrito de tres formas:

e Mediante un conjunto generador del subespacio: S = L{uy, Uy, ..., U,}. Una base es
un caso particular de éste, en el que el conjunto de vectores es, ademas de generador,

linealmente independiente.

e Mediante el conjunto de soluciones de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo:
S={x €eR™ Ax = 0}
Si dicho sistema esta sin resolver, se dice que define a S implicitamente, o que el

sistema representa unas ecuaciones implicitas del subespacio S.

e Si el sistema de ecuaciones lineales homogéneo que define a S esta ya resuelto, y S
viene dado en funciéon de ciertos parametros, se dice que son unas ecuaciones
paramétricas del subespacio. Estas ecuaciones también se pueden obtener a partir de
un conjunto generador {u4, uy, ..., U,,}, desglosando la ecuacion vectorial:

x = Auq + -+ A upy,

EJEMPLO 14
1 0 1
Calcular unas ecuaciones paramétricas del subespaciode R3S =L1{(1],{1],[ 2
0 1 1
Solucion

Aungue no es necesario, una buena practica que evita muchos errores es obtener siempre una

base del subespacio que se trata, para ello se calcula el rango del conjunto de vectores dado:

1 0 1 1 0 1
1 1 2|~10 1 1
01 1 0 0 O

El rango es 2, y los pivotes estan situados en las columnas 1 y 2, por tanto una base del

1 0 X1
subespacio S es Bg = {(1),(1)} Todo vector x = <x2> € S se puede escribir como

0 1 X3

X1 1 0
solucion de la ecuacidén vectorial: (xz) =1 <1> +u <1), desglosando esta ecuacion se tiene:
X3 0 1
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xl = A
x, = A+ u| estas son unas ecuaciones paramétricas del subespacio S.
X3 = U

EJEMPLO 15

Calcular unas ecuaciones implicitas del subespacio del ejemplo anterior.

Solucion
xl = A

Por el ejemplo 14, se sabe que las ecuaciones paramétricas de S son:{x, = 1+ u.
X3 = U

Unas ecuaciones implicitas de S serd un sistema de ecuaciones lineales cuya solucién sea

exactamente ese conjunto de ecuaciones paramétricas.

Para obtener tal sistema, se eliminan los parametros en las ecuaciones paramétricas:

x1=/1
Xy A‘l‘[.l =>x1+x3=x2$|x1—x2+x3=0
X3 = H

, que son las ecuaciones implicitas de S.

OBSERVACIONES

e A partir de un conjunto generador, se pueden obtener unas ecuaciones paramétricas
desglosando la ecuacidn vectorial como en el ejemplo 14.

e A partir de unas ecuaciones paramétricas, se pueden obtener unas ecuaciones
implicitas como se ha visto en el ejemplo 15, eliminando los parametros.

e A partir de unas ecuaciones implicitas se pueden obtener unas ecuaciones
paramétricas del mismo subespacio sin mds que resolver el sistema de ecuaciones
dado por las implicitas.

e A partir de unas ecuaciones paramétricas se puede obtener un conjunto generador del

subespacio con el proceso descrito en el ejemplo 16 (visto en la unidad 5).

EJEMPLO 16

Calcular unas ecuaciones paramétricas y una base del subespacio vectorial de R> cuyas

x1 + xZ = 0
ecuaciones implicitas son las siguientes: Xy —Xx4 =0
X1 —%X3—3x5 =0

Solucion
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Para obtener las ecuaciones paramétricas de un subespacio, que estd definido por unas
ecuaciones implicitas, se resuelve el sistema dado. En este caso la matriz ampliada es:

xl = _A

11 0 0 0 0 X, = A
<0 1 0 -1 0 0>=> X3 = —A— 3y

o, 10 0 1 0
O>~<010—10

10 -1 0 =300/ \o o1 1 30,’§;‘Zﬁlx4=/1
Xs = U
(X1 =—4
Xy, = A
Las ecuaciones paramétricas del subespacio son por tanto: ! X3 = —A—3u
lx4 =21
Xs = HU

Para calcular un conjunto generador, se escriben las ecuaciones paramétricas en forma

vectorial, como suma de tantos vectores como parametros, y se saca factor comun al

[ [\ (%) (o)
X, = A X2 1 0
= Al -1 |+u| -3

pardmetro: X3 = —A-=3u =>x=|X3
Xy =4 X4 1 0
Xs =H Xs 0 1

-1 0
Luego un conjunto generador de S es { -11,] -3 } Se puede comprobar que el conjunto

AN

\\0/

es linealmente independiente, y por tanto una base.

8.2. INTERSECCIONES DE SUBESPACIOS

Si S, y S, son dos subespacios vectoriales de R™, se define el subespacio interseccién como el

conjunto de vectores de R™ que estd alavezen S; yen S,, y se nota del siguiente modo:

SlﬂSZ = {xERn,xeslyxESZ}

OBSERVACION

Si S; ={xeR" A;x =0}yS, = {x € R", A,x = 0} entonces

A 0
SiNS, ={x e R", A;x =0y A,x = 0} = {xe Rn'(Al)x: (0)}
2

Esto proporciona un método para calcular la interseccion de dos subespacios a partir de sus

ecuaciones implicitas.
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EJEMPLO 17

1 0 1 0
Calcular una base del subespacio interseccion de § = L{(Z) , <1>} yT = L{(O) , (1)}
2 1 1 0

Solucion

Para obtener el subespacio interseccién, se calculan las ecuaciones implicitas de cada uno de
los subespacios, para ello (dado que en ambos casos se parte de un conjunto generador del

subespacio) se eliminan parametros en las ecuaciones paramétricas.

X1 1 0 X1 =4
(x2>: /1(2>+M<1>=> X =21+ =>x,—x3=0
X3 2 1 X3 =214+u

xl 1 0 x]_:A
E<x2>= (0)+y(1): Xog=U 2>x;,—x3=0
X3 1 0 x3:A

(O
Il

~

Para obtener una base del subespacio interseccidn, se resuelve el sistema que lo define, y cuya

matriz ampliada es:

0 1 —10y (1 0 —1{0 =44 1 1
© 5 -G 2 Hmsfcim(s)=a(1)=snr=£f(1)]

X3 =4 X3 1 1
1
El conjunto Bgnr = 4| 1 | ademas de ser generador del espacio S T, es linealmente
1

independiente (consta de un Unico vector no nulo), luego es una basede SN T.



